Unidad Il

Integral indefinida y métodos de integracion.

2.1 Definicién de integral indefinida.

Integrar es el proceso reciproco del de derivar, es decir, dada una funcién f(x),
busca aquellas funciones F(x) que al ser derivadas conducen a f(x).

Se dice, entonces, que F(x) es una primitiva o antiderivada de f(x); dicho de
otro modo las primitivas de f(x) son las funciones derivables F(x) tales que:

F'(x) = f(x).

Si una funcion f(x) tiene primitiva, tiene infinitas primitivas, diferenciandose todas
ellas en unaconstante.

[F(x) + CT' = F'(x) + 0 = F'(x) =f(x)

Integral indefinida

Integral indefinida es el conjunto de las infinitas primitivas que puede tener una
funcion.

Se representa por | f(x) dx.

Se lee : integral de x diferencial de x.

[ es el signo de integracion.

f(x) es el integrando o funcion a integrar.

dx es diferencial de x, e indica cual es la variable de la funcion que se integra.
C es la constante de integracién y puede tomar cualquier valor numérico real.
Si F(x) es una primitiva de f(x) se tiene que:

[f(x) dx = F(x) + C

Para comprobar que la primitiva de una funcién es correcta basta con derivar.



2.2 Propiedades de integrales indefinidas.

1. La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de
esas funciones.

[Tf(x) + g(x)] dx =/ f(x) dx +f g(x) dx

2. La integral del producto de una constante por una funcion es igual a la
constante por la integral de la funcion.

[ k f(x) dx = k [f(x) dx

Linealidad de la integral indefinida

La primitiva es lineal, es decir:
1. Sifes una funcion que admite una primitiva F sobre un intervalo I, entonces
para todo real k, una primitiva de kf sobre el intervalo | es kF.
2. Si Fy G son primitivas respectivas de dos funciones fy g, entonces una
primitiva de f + g es F +G.

La linealidad se puede expresar como sigue:

[k f@+lg@) =k [f@)+1 [g)

La primitiva de una funcidén impar es siempre par

En efecto, como se ve en la figura siguiente, las areas antes y después de cero
son opuestas, lo que implica que la integral entre -a y a es nula, lo que se escribe
asi: F(a) - F(-a) = 0, F siendo una primitiva de f, impar. Por lo tanto siempre
tenemos F(-a) = F(a): F es par.



La primitiva F de una funciéon f par es impar con tal de imponerse F(0) =0

En efecto, segun la figura, la areas antes y después de cero son iguales, lo que se
escribe con la siguiente igualdad de integrales:

Es decir F(0) - F(- a) = F(a) - F(0). Si F(0) =0, F(-a) = - F(a): F es impar.
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La primitiva de una funcion periddica es la suma de una funcion lineal y de una
funcion periddica
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Para probarlo, hay que constatar que el area bajo una curva de una funcion
periodica, entre las abcisas xy x + T (T es el periodo) es constante es decir no
depende de x. La figura siguiente muestra tres areas iguales. Se puede mostrar
utilizando la periodicidad y la relacién de Chasles, o sencillamente jcon unas
tijeras! (cortando y superponiendo las areas de color).

En término de primitiva, significa que F(x + T) - F(X) es una constante, que se
puede llamar A. Entonces la funcion G(x) = F(x) - AX/T es periddica de periodo T.
Enefecto G(x+T)=F(X+T) - AX+ T)IT =F(X) + A-AX/T - ATIT = F(x) - AXIT =
G(x). Por consiguiente F(x) = G(x) + AX/T es la suma de G, periddica, y de AX/T,
lineal.

0 I - IT I Ial I S Ia+IT1I:u - b+T
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Y por ultimo, una relacién entre la integral de una funcién y la de su reciproca.
Para simplificar, se impone f(0) = 0; a es un numero cualquiera del dominio de f.
Entonces tenemos la relacién:

a1 S
fixide + [ fyd = afla)
)

o

El area morada es la integral de f, el area amarillaeslade f ™, y la suma es el
rectangulo cuyos costados miden a y f(a) (valores algebraicos).

Se pasa de la primera curva, la de f, a la segunda, la de f * aplicando la simetria
axial alrededor de la diagonal y = x.

El interés de esta formula es permitir el calculo de la integral de f ™ sin conocer
una primitiva; de hecho, ni hace falta conocer la expresion de la reciproca.

2.3 Calculo de integrales indefinidas.

INTEGRALES INDEFINIDAS

E.Isenx dy = - cosx+C

?.jcosx e = senx+ 0

_ [osenx
B.j.’rgxdx— -[ P i = - In|cos x|+ C

Cos5 X

9.jco.’rgxdx=-[ = In |sen x|+ C

SN X


http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Integral_de_la_rec%C3%ADproca.png

1I].-[ ! dx:-[seczxdx:tgx+ﬂ
cos" X

11._[55”3Jz xdx =-rcosec2 oy = - cotgx+

12.Isecx-fgxdx: secx+ 0

13.Icosec x ooty x dx = - cosec x+

of
14.-[ ~ = gfc sen ¥+ = - arccosx + 0
1- %2
of
15.-[ xz arctgx+l = - arcecotgx+ G
1+ x
= grcsec x+ 102 = - grocosec x+ 0

i
15._[—x —

de }x
17. = in ber ol 1|+ 00
-[wb«?n
o _ . 2 .
1B.Im—mx Wl -]+ €
de 1 x=1
19Iﬁ—§h’?m+

+

de 1 1+ %
Zu.jm—i.rﬁ'h

Ejemplo:




I(‘l'xz + 3) % dx

u=4x%+3
du= 8xdx

ya que nos hace falta el 8 para completar el diferencial, lo agregamos
a dx, junto con un 1/8 para que asi la integral de 1.

1
= j (4x% + 3)7% 8xdx

n+i

=

Se aplica la formula fu"du= +c

n+l

Y gueda:

| =

-5
(5)- (mas)

2.3.1 Directas.

Ejemplo:
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fsex Sxtan Sx dx

L

Al diferencial solo le falta agregarle el y el 5 en el dx para que

asi la integral de 1.

NAAAAN

Y queda:
1
3 f secdxtan 5x 5 dx

Por lo tanto:

1 1
=—stecxtanxdu= s Secl +c

= —sec5
Ssec x +c

2.3.2 Con cambio de variable.

El método de integracion por sustitucion o cambio de variable se basa en la regla
de la cadena.

If’(u)-u'cix: Flu)+C

El método se basa en identificar una parte de lo que se va a integrar con una
nueva variable t, de modo que se obtenga una integral mas sencilla.
Pasos para integrar por sustitucion

If’(u)-u'cix

1° Se hace el cambio de variable y se diferencia en los dos términos:
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t=u
dt = u'dx
Se despeja u y dx, sutituyendo en la integral:

[r e ZL=] 7

I

2° Si la integral resultante es mas sencilla, procedemos a integrar:
[ rd=re)+c
3° Se vuelve a la variable inical:

F)+C=fFu)+C

Ejemplo:

I,x 1+x dx

1+ x5 =¢ z=t -1

dx = 2ttt

2 1\, _ 4 g2 :E _E3
j(r 1)-¢-2¢dt J'(zr 247 )dt Sf 5! s,
t=1+x
2 52 3
E(\/I-I-—X) —E(\/I-I-—X) + =

= %(Hx)z N1+ —%(1+x)q1+x +C



2.3.3 Trigonométricas.

Potencias pares de sen X 0 COS X

Se aplica el seno y coseno del angulo mitad:

2 1-coslx 2 14+ cos2x
sen” x = Cos® X =

2 2

I cos® x dx

2
Icaszx.:ix:j[ ||1+c;sz.x] cixz_[ 1+c;:-sz.x gy =

l_[ (l-l—msz.x)cix: l .x—i—lsenz,x +C = 1x-l—lsmanz:x: +
2 2 2 2 4

I sen’x dx

Isen“.mix :I 1= cos2x zdx :j 1— 2cos2x + cos’ 22, _
2 4

:ijcix—ijknsz.xaix +i_[ cos® 2xdx =

1 1 . 1¢l+cosd

= —x——51n2x+—_[ TTEORAY k=
47 4 4 2
1 1

1
= —x——gendr+—x+—zendx+C



Z—I——SEHZI+LS€H4I+C

Potencias impares de sen X 0 COS X

Se relacionan el seno y el coseno mediante la férmula:

2 2
sen‘x toostx =1

I sen” x dx

I sen” x dx = Isen?'.x SeIy oy = I (1— cosz.x)sen.x.:ix =

1
(sen x —cos’x sen .x).:ix = —COs X+ Ecnf.x +C
3
COs™ X clx
3 _ 2 _ 2 _
COS Xy = _[ cos“x cns.xrix—j (l—sen x)cns.xaix =

2 2
(ms.x — sen .xcosx)cix z_[ COS X X —_[ Sen’x cos xdx =

coﬂxaﬁx—%j 3sen’x cos xdx = sen x —%serﬁx +

cos” x dx

2
5 4 2
cos X .:ixz_[ COg xcosxcixzj (1—3.53;1 x) CoR Xy =



:I COR X dx — Zj sentx cnsx.:ix+j sents cogx dx =

5

2 1
—seHE——senx+ogsenx +

3 5

Con exponente par e impar

El exponente impar se transforma en uno par y otro impar.

Isenjx cos’ x dx
5 2 . 4 2 _
I SER° X COS .x.:ix—js.czﬂx Sen X COs  xddx =
2 e 2
= (l—ms x) SER X CO8" X dx =
. 2 4 2
—I (1—2(:05 X+ cos .x) Sen X C0s° xdx

2 4 é
:U COS" X Semnx — 2008 X S8R X+ Cos .x.swz.x)cix

1 2 1
=——c053.x+—c055.x—¥cus?x +

También se puede hacer por el cambio de variable t = sen x 0 t = cos X

_r sen’x cos o

SEn X = f



Ccos X = of i =

1
_[ sen’x cosxel = _[f COSX == If‘ df=f + C= Esenjx+ i

CO5 X

j cos® xsen®xd

cosx =§
it
—sen xae =dt e =—
Senx
ot
_r cos® xoen®xdr = —_r tzen’y = —_[ £ gen®x df =
Sen x

= —_[rz (1-cos’x) dt == —_[ £ (14 de = —_[ (£ - ¢ )de=

:—lf3+lfj + = —lcos3x+lcoij+ .
3 5 3 5

senaxdx
-[cc-sx
-sen x dx = dt adx = - at
sen x
senx(1-t%) gt 1- dt
g I el It Ll I e

—Int+1t2 + C:—In(cosx)+1coszx + C
2 2



Productos de tipo sen(nx) - cos(mx)

Se transforman los productos en sumas:

1
senA.cos B = E[SE"HI:A+B) + sen [A— B)]
cos A - senB = 1[ser.-(ﬁﬂ'wﬂj —sen(A— B)]
z

Cos A.cos 8 = [CDS[A+ B) +CDS[A—B):|

M|

senA. senf=- [cc-s [A+ B) - COs [A - B)]

M|

_[ sen 3x cos 2.x dx

cosdx

1 1
:Ej (sen51+senx)cix25[ —cnsx]-FC

j cos 5xsen3xdx

_[ cos5x sen3x dx = 1_[ (sen8x - sen2x) dx =
2

= —ic058x+1t:052x + O
16 4

2.3.4 Por partes.



El método de integracion por partes permite calcular la integral de un producto de
dos funciones aplicando la férmula:

Iu-v'cixzm-v—ju"v dx

Las funciones logaritmicas, "arcos" y polinémicas se eligen como u.

Las funciones exponenciales y trigonométricas del tipo seno y coseno, se eligen
como V'

Ejemplos

jxcosxdx

= x deri var ' =1

wntegrar
v'=cogx g

> ¥ = Een X

I X COSX dx :xsen.x—_[ sen xdx =x senx +cosx + C

Si al integrar por partes tenemos un polinomio de grado n, lo tomamos como u y
se repite el proceso n veces.

j x? e*dx
L= se® der var Gt = Tl
Vo= ef integrar v o= af

_[ x*e'dx = x* e - 3_[ x? e*dx



2 derivar Ut = D

integrar v o= af

_[ x?e*dx = x* e* —3(){2 a* —2_[ xexdx):
= x° e* —-3x%e* +6_r x e* dx

L= e gerlvar =1

integrar

Y o=af
= x° a* —3xzex+6(xex —_rex dx):

- xPe* —3xfef +hxet -6 + 0 =&F [XS —3x2+6x—6) + C

Si tenemos una integral con soélo un logaritmo o un "arco", integramos por partes
tomando: v' = 1.

j arc cotg x dx

. ) 1
U =arc cotgx dertvar U= -
1+ x*
vi=1 integrar Vo=
X
_[ arc cotgx dyx = x arc cotg }{+_[ cx =
1+ x°

= xarc colg x+%ln(1+ xz) + C



Si al integrar por partes aparece en el segundo miembro la integral que hay que
calcular, se resuelve como una ecuacion.

_[e?“ sen2x dx

T derivar Lt = 3a

v' = Sen?x integrar

v =— 1ct:)usbrc
2

_[e?“ sen2x dx = —%ea“ c052x+§j ™ cos 2x dx

T derivar

L= Ze¥

V' = COS2X integrar

v:lsen2x
2
je?“ Sen 2y dx =—£e?“ c052x+§ le?"f Sen 2K —EIESI Ser 2w o
2 217 2
o 1 o 3 ar 9 2
_re seandx:—Ee c052x+ﬁe senlx—:l_re sen2x dx

_[e?“ sen2x dx+§_r ¥ gan 2x dx = —%eh c052x+§193‘f sen2x

4

i 2x dx =
_re sen2x dx = =

—%e?“ COSZx + %egx senZx | + C

_[e?“ sen2x dx = %em (—2(:052)( +3sen 2x) +C



2.3.5 Por sustitucién trigonomeétrica.

A menudo es posible hallar la antiderivada de una funcion cuando el integrando
presenta expresiones de la forma:

~.JI".::;2 —-u? chg +u? dbien Ju’ —a®; dondea >0 ¥ 1 esunafuncidn de x

Se elimina el radical haciendo la sustitucion trigonométrica pertinente; el resultado
es un integrando que contiene funciones trigonométricas cuya integracién nos
es familiar. En la siguiente tabla se muestra cudl debe ser la sustitucion:

Ejemplo:

-
4=

Solucién:

En este ejercicio la expresién dentro del radical es de laformaa® —u?; por lo que la sustitucidn debe ser:
x=2sen8, -mi2<8<L a2

= dx=2c0s8d8

De tal manera que'

J, J. 2cos 8d8 J. 2cos8d 8 J. cos8d 8
xial4 - % (2sen &) ﬂ/4 (2sen9) dsen’ G4 -4 sen’ 2en’ 9'\"4(1_3811 5)
cos 8dE cos 848 1

cscggd9=—%cot9+c (D)

- Ix)ﬂ I2sen 29 2Jcos® 8 I4sen g 9039—2‘[
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Como x = 2sen 8, entonces

send = = 2
2
Con estos datos, construimos el triangulo rectangulo que se observa i
en la figura de la derecha.
Delafigura, se deduce que: 4-x*
4 — 2
cotd = £
x

Sustituvendo estos valores en (1), se obtiene:

M
Ix2d4—x2

2.3.6 Por fracciones parciales.
A cada factor lineal, ax+b, del denominador de una fraccion racional propia (que el
denominador se puede descomponer), le corresponde una fraccion de la

forma , siendo A una constante a determinar.

Ejemplo:

luego nos queda la siguiente igualdad
o tambien lo podemos escribir1 = ( A+ B )x + 2A - 2B
Haciendo un Sistema.

A+B=0

2A - 2B =1, las soluciones son :

Quedando de esta manera:

con lo cual
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CASO 2: Factores Lineales Iguales.

A cada factor lineal, ax+b,que figure n veces en el denominador de una fraccién
racional propia, le corresponde una suma de n fracciones de la forma

EJEMPLO:

Calculemos la siguente integral

Pero: Tendremos

Amplificando por

Las Soluciones son:

Nos queda:

CASO 3: Factores Cuadraticos Distintos.




A cada factor cuadratico reducible, que figure en el denominador de

una fraccién racional propia, le corresponde una fraccion de la forma
siendo A y B constantes a determinar.

Ejemplo:

Calcular:

Con lo que se obtiene

de donde

luego los valores a encontrar son.

A=0,B=1,C=1,D=0

CASQO 4: Factores cuadraticos Iguales

A cada factor cuadratico irreducible, gue se repita n veces en el
denominador de una fraccion racional propia, le corresponde una suma
de n fracciones de la forma

siendo los valores de Ay B constantes reales.

Ejemplo:



Calcular la siguente integral

tendremos que por tanto multiplicando a ambos
lados de la igualdad por el minimo comin denominador tenemos

Donde los valores de las constantes son
A=0,B=2,C=0,D=1

De donde remplazando e integrando a primitivas se obtiene.



